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Auszug aus der Ahhandlung ^,Das luugehehrie Problem der 

Brenulinien 

Von Dr. W. Strauch. 


(Vorgelegl in der Sitzung am 17. rsoveniber ISöO.) 


E l N L E l J U N G. 

§. 1. Hier wird der Begriff der Brennlinien aiifgcstcllt, und 
dieselben in katukaiistisclie und diakaiistisclie eingetheilt. Beiderlei 
Brennlinien sind cinhüllende Grenzcurven, und einer graden Linie 
kann niemals die Eigenschaft einer Brennlinie zukommen. Die Brenn- 
linien machen keine eigene Art von Curven aus, und jede belie¬ 
bige Curve kann als Katakaustika oder Diakaustika vorgesclirieben, 
und die zugehörige Reflexions- oder Refractionscurve aufgesucht 
werden. 

§. 2. Allgemeine und kurze Anleitung, zu einer vorgeschrie¬ 
benen Reflexionscurve die zugehörige Katakaustika aufzusuchen, und 
zwar fiir die beiden Fälle, wo die ursprünglichen Lichtstrahlen ent¬ 
weder mit einander parallel sind, oder von einem leuchtenden Punkte 
herkommen. Zur Aufsuchung einer Katakaustika bedarf es keiner 
Integration. 

§. 3. Allgemeine und kurze Anleitung, zu einer vorgeschrie¬ 
benen Refractionscurve die zugehörige Diakaustika aufzusuchen, und 
zwar ebenfalls für die beiden Fälle, wo die ursprünglichen Licht¬ 
strahlen entweder mit einander parallel sind, oder von einem leuch¬ 
tenden Punkte herkommen. Zur Aufsuchung einer Diakaustika bedarf 
es ebenfalls keiner Integration. 

§. 4. Hier befindet sich eine vorläufige Andeutung, wie zu 
einer vorgeschriebenen Brennlinie die Reflexions- oder die Refrac¬ 
tionscurve aufgesucht wird. Diese beiderlei Curven müssen jedesmal 
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einer DilTerentialgleichung der zweiten Ordnung genügen, können 
aber niemals dureli das mit zwei Integrationseonstanten versehene 
allgemeine, sondern nur dnreh das mit einem einzigen Integra¬ 
tionseonstanten versehene einfach singuläre Integral dargestellt 
werden. Die Grenzeurven iinterseheiden sieh in solche von ungerader 
und in solche von gerader Ordnung. Die Brennlinien sind Grenz¬ 
eurven der ersten, und die Reflexions- und Rcfractionscurven 
sind Grenzeurven der zweiten Ordnung. Das Problem der Brenn¬ 
linien ist also dem Evolutionsprohlem analog; denn auch die Evoluten 
sind Grenzeurven der ersten, und die Evolventen sind Grenzeurven 
der zweiten Ordnung. Die vorliegende Ahliandlung zerfällt in zwei 
Ahtheilungen, je nachdem man die Reflexions- oder die Refractions- 
curven sucht. Jede Abtheilung zerfällt wieder in zwei Abschnitte, 
je nachdem die ursprünglichen Lichtstrahlen mit einander parallel 
sind, oder von einem leuchtenden Punkte herkommen. 


Erste A 1) t h e i 1 II 11 g. 


—14. Hier werden die Reflexionscurven gesucht, wäh¬ 
rend die Katakaustika vorgeschriehen ist. 


Erster Abschnitt. 


§§. 5—9. Es werden die Reflexionscurven gesucht, während 
die ursprünglichen Lichtstrahlen mit einander parallel sind. 

§. 5. Wenn die Lichtstrahlen parallel auf eine Curve anfiallen, 
und so zurückgeworfen werden, dass die Katakaustika sich in den 
vorgeschrieheneii Punkt (g, f}) zusammen zieht; dann ist die Refle- 
xionscurve dargestellt durch 



d. h. man hat, wegen des IntegrationsconstanttMi E, eine Reihe 
stetig auf einander folgender Parabeln mit dem gemeinschaftlichen 
Brennpunkte (g, f)) und mit einer gemeinschaftlichen Hauptaxe, 
welche durch den Punkt (g, f)) geht, und mit den ursprünglichen 
Lichtstrahlen parallel läuft. 
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6. Wenn die Lichtstrahlen parallel auf eine Curve auirallen, 
und so ziiriick^eworfen werden, dass die Katakauslika eine durch 
die Gleichung % (;l\ l;) = 0 vorgeschriebene Curve ist; dann ist 
die Retlexionscurve dargestellt durch die Vcrhindnng der drei 
Gleichungen; 

S (X. i;) = 0 

V(y — + (^’ — 0 “ = —Jvdp + 

d. h. wenn inan aus diesen drei Gleichungen die beiden Bestand- 
theile jc und l; eliminirt, so gelangt man zu einer neuen Gleichung 

F y. K) = 0, 

durch welche, wegen des Integrationsconstanten K, eine Reihe stetig 
auf einander folgender Reflexionseurven dargestellt ist; und von 
jeder einzelnen dieser Curven wird die vorgeschriebene Katakaustika 
erzeugt. 

§. 7. Wenn die Katakaustika die durch die Gleichung ^.^2 
vorgesehriebene semikubische Parabel ist; dann ist die Reihe 
der stetig auf einander folgenden Reflexionseurven dargestellt durch 
die Verbindung der drei Gleichungen: 


l;-' =- h . r- 


— 3.r + ViAf + 9.ja 


. .r- = K 


4.A 


. -f 9.J:' 


3.?: 27a-) 

— 3.1: -h V4.i)2 + O.ys jc . /I 4/^ 


und man kann die gesuchten Reflexionseurven mittelst der Coordinaten 
der vorgeschriebenen Katakaustika constriiiren. 

Die Reihe der stetig auf einander folgenden Reflexionseurven ist 
aber auch dargestellt durch die Verbindung der zwei Gleichungen: 

- . 

1 — p‘i 

P ■ !l 


2^ 1 + 

2 7 ' p 

4A i -\-p2 p 0-p-r- 
27 ’ p ^ 27 ‘ p 
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Hier ist p das gebräucliliche Abknrzuijgszeichen statt und 

mau kann die gesuchten Retlexionscurven mittelst ihrer eigenen 
Tangenten construircn. 

Dass aber durch die erste Verbindung dreier Gleicliungen 
dieselben Curven erzeugt werden, wie durch die zweite Verbindung 
zweier Gleichungen; dafür ist die ausreicliende Probe beigefügt. 


§. 8. Wenn die Katakaustika die durcli die Gleichung = 
vorgeseiiriebene konisclie Parabel ist; dann ist die Peihe der 
stetig auf einander folgenden Uellexionscurveii dargestellt durch die 
Verbindung der drei Gleiebuiigeii : 


1^2 = 2 A . V 
l) + Vfl- 1)2 _ h 




I) + Vir~\ \f- 


) 


— 1) + Vh^ 1 1)3 




r , ')•(- 0 i + It 


■Ih 


) « . ( 


— l)-f|/A2fl)3 


und mau kann die gesucbten llenexionscurvcn mittelst der Coordi- 
iiaten der vorgeschriebcueu Katakaustika coiistruiren. 

Die lleihe der stetig auf einander folgenden Reflexionscurven 
ist aber auch dargestellt durch die Verbindung der zwei Gleichungen: 


;/2 h 

. = L + — . lg iial p 

\ 4 

/> . »/ = 2 /. -f ^ . (1 — jr-) + ” • lg i'al P 

und man kann die gesuelitcn lietlexionscurven mittelst iliier eigenen 
Tangenten construircn. 

Dass aber durch die erste Verbindung dreier Gleichungen die¬ 
selben Curven erzeugt werden, wie dnreb die zweite Verbindung 
zweier GIcicbungeii ; dafür ist die aiisian'cliende Probe beigefügt. 

§. 1). Wenn die Katakaustika die dnreb die Gleicliurig 
jL*- -[■ 1/" = voig(‘scbriebeue Kreislinie ist; dann ist die Ueilie 
der stetig auf einatider folgenden Pellcxionscurven dargestellt dureb 
die Vei’biudung der diei Gleicbungen; 
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r- + = /> 


>) 


. ,v 




Oller ilurcli die Verbindung der folgenden zwei Gleichungen. 



r 


l> . 7j = 2L — 1: . (p — Z . arc tg p) 


und auch hier ist die ausreichende Probe beigefügt, dass dureh die 
erste und durch die zweite Verbindung ganz dieselben Curven 
erzeugt werden. 


Zweiter Abschnitt. 


iO—14. Hier werden die Reflexionseurven gesucht, wäh¬ 
rend die Lichtstrahlen von einem leuelitenden Punkte herkorninen. 

§. 10. Wenn die von einem leuchtenden Punkte herkommen- 
deii Lichtstrahlen auf eine Curve aulfallen, und so zurückgeworfen 
M'erden , dass die Katakaustika sich in den vorgeschriebenen Punkt 
(g, f)) zusammenzieht; dann ist die Heflexioiiscurve dargestellt diircli 


— '/)- + y- 4- — G)' + (y — f))" = i' 


d. h. man hat, wegen des Integrationsconstanten C, eine Reihe 
stetig auf einander folgender Ellipsen, denen allen die nämlichen 
zwei Rrennpunkte ziikommen. Der leuchtende Punkt ist der eine, 
und der fest vorgeschriebene Punkt (g, 1)) ist der andere 
Brennpunkt. 

§.11. Wenn die von einem leuchtenden Punkte herkommen¬ 
den Lichtstrahlen auf eine Curve aulfallen, und so zurückgeworfen 
werden, dass die Katakaustika eine durch die Gleichung (jC, t}) = 0 
vorgeschriebene Curve ist; dann ist die Reihe der stetig aufeinander 
folgenden Rellexionscurven dargestellt durch die Verbindung der 
drei Gleichungen: 







% 0 % ^)) - 0 



(1. Ii. wenn man aus diesen drei Gleichungen die beiden Bestand- 
theile ^ und \) eliminirt, so gelangt man zu einer neuen Gleichung 


F (.t*, y, K) = 0, 


durch welche, wegen des Integrationscoiistanten /r, eine Reihe 
stetig aufeinander folgender Retlexionscurven dargestellt ist; und 
von jeder einzelnen dieser Curven wird die vorgeschriehene Kata- 
kaustika erzeugt. 

§. 12. Wenn die von einem leuchtenden Punkte herkommen¬ 
den Lichtstrahlen auf eine Curve aulTallen, und so zurückgeworfen 
werden, dass die Katakaustika die durch die Gleichung — 
vorgeschriehene semiknhische Parabel ist; dann ist die Reihe 
der stetig aufeinander folgenden Reflexionsciirven dargcstellt durch 
tlie Verbindung der drei Gleichungen: 


-= h . 


(// - >0 = (-i- — 




und man kann die gesuchten Retlexionscurven mittelst der Coordi- 
naten der vorgeschrichenen Katakaustika constriiiren. 

§. 13. Wenn die Katakaustika die durch die Gleichung 
= 2h.]c vorgeschriehene konische Parabel ist; dann ist die 
Reihe der stetig aufeinander folgenden Retlexionscurven dargestellt 
durch die Verbindung der drei Gleichungen: 


1^2 = 2A . X 

(.'/ — ';) = (•*•• — • 7 
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und man kann die gesuchlen Reflexionscurven mittelst der Coordina- 
tcn der vorgeschriebenen Katakaustika construiren. 

§. 14. Wenn die Katakaustika die durch die Gleichung 
\)^ -f = Ic^ vorgeschriebene Hypokvkloide ist; dann ist die Reihe 
der stetig aufeinander folgenden Reflexionscurven dargestellt durch 
die Verbindung der drei Gleichungen: 

yT == 

i y — » ) • 4 — v) • r = 0 

V(^'-yy + y^ 4 P(2/-t;)=4(^’-rt= = - 4 • 

und man kann die gesuchten Reflexionscurven mittelst der Coordina- 
ten der vorgeschriebenen Katakaustika construiren. 


Z \\ e i t e A 1) t h e i 1 u 11 g*. 

Io—24. Hier werden die Refraclionscurven gesucht, 
während die Diakaiistika vorgeschriehen ist. 


Erster Äbseiiuitt. 

§§. lo — 11). Es werden die Refraclionscurven gesucht, wäh¬ 
rend die ursprünglichen Lichtstrahlen mit einander parallel sind. 

§. 15. Wenn die Lichtstrahlen parallel auf eine Curve auffallen, 
und hei ihrem Durchgänge so gebrochen werden, dass die Diakau- 
stika sich in den vorgeschriehenen Punkt (g, f)) zusammenzieht; 
dann ist die Refraetionscurve dargestellt durcdi 


• (g + r-, -(g + £4 

Hier ist E der Integrationsconstante, und man hat eine Reihe 
stetig aufeinander folgender Ellipsen oder eine Reihe stetig auf¬ 
einander folgender Hyperbeln, je nachdem X- > 1 oder < 1 
ist Die Hauptaxe aller dieser Curven läuft in der Entfernung y^i) 
mit der Abscissenaxe parallel, dieselbe ist also auch mit den 
ursprünglichen Lichlslrahlen parallel. 








808 


S t !* a n c li. Auszug aus der Ahhantlhmg- 


§. IG, Wenn die Liclitstrahlen parallel auf eine Curve aiif- 
fallen, und bei ihrem Durchgänge so gebrochen werden, dass die 
Diakaustika eine durch die Gleichung § ():, i;) = 0 vorgeschriehene 
Curve ist; dann ist die Ilefractionscurvc dargestellt durch die Ver¬ 
bindung der drei Gleichungen: 

S \) ) = 0 


^ ■ ) (ij — "f (•*’ — = /r + •*'■ — ^ • j 'l 'fp + 

d. h. wenn man aus diesen drei Gleichungen die beiden Bestand- 
Iheile jc und \) eliminirt, so gelangt man zu einer neuen Gleichung 

FCr, ij. K) = 0 , 

durcli welche, wegen des Integrationsconstanten K, eine Reihe 
stetig auf einander folgender Refractionscurven dargestellt ist; und 
von jeder einzelnen dieser Curven wird die vorgeschriehene Diakau- 
slika erzeugt. 

17. Wenn die Diakaustika die durch die Gleichung 
vorgeschriebene seinik uhi sehe Parabel ist; dann ist die Reihe 
der stetig auf einander folgenden Refractionscurven dargestellt durch 
die Verbindung der drei Gleichungen: 


= // . 

— 3r + >..V'4TQ^0:r2 

-- . X - 


Mi 


A--i.i4.r+»-p 


X.V4.i)2 -}- o.ps 

ti.l) 


. ,y = /f _ ’■ -1- . ) 4.1)-+ 9.1-^ 

2 ' M; ‘lln) ' / I ■ 


und man kann die gesuchten Refractionscurven mittelst derCoordina- 
ten der vorgeschriebenen Diakaustika conslruiren. 

Die Reihe der stetig auf einander folgenden Refractionscurven 
ist aber auch dargestellt durch die Verbindung der beiden Glei¬ 
chungen : 
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und 






und man kann die gesuchten Refractionscurven mittelst ihrer eigenen 
Tangenten construiren. 

Dass aber durch die erste Verbindung dreier Gleichungen die¬ 
selben Curven erzeugt werden, wie durch die zweite Verbindung 
zweier Gleichungen; dafür ist die ausreichende Probe beigefügt. 

§. 18. Wenn die Diakaustika die durch die Gleichung = 
Yorgeschriebene konische Parabel ist; dann ist die Reihe der 
stetig auf einander folgenden Refractionscurven dargestellt durch die 
Verbindung der drei Gleichungen : 


1^2 ^ 2/i.jr 


— l) X- Vh- -{- I)- 
. h 


9 


) 


fl / 

. .r = /f 4“ ^ . lg nat y 




und man kann die gesuchten Refractionscurven mittelst der Coordi- 
naten der vorgeschriehenen Diakaustika construiren. 

Die Reihe der stetig auf einander folgenden Refractionscurven 
ist aber auch dargestellt durch die Verbindung der beiden Glei¬ 
chungen : 

Sitzb. d. mathem.-naturw. CI. XXXVIII. IW. Nr. 27. 1)8 
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n=.(i +/>»)—1 

-Vi.p + 


.r = L 



. l<r nat (x./» + 


+ VX= •(! +/'^)-0 

(1 X^(l +/;»)- !) . ?/ = G = - 1) . /. + .(-X =./> + 

+ 1 X^. (I -T l>-) — I ^ • I X- . (I + p-} — ! 

+ ^ . lg i.ai (X./; + \ X=.( l +yvG - ') 


und man kann die gesuchten Piefractionscurven mittelst ihrer eigenen 
Tangenten construiren. 

Dass aber durch die erste Verbindung dreier Gleicluingen 
dieselben Curven erzeugt werden, wie durch die zweite Verbindung 
zweier Gleicliungen: dafür ist die ausreichende Probe beigefügt 

§. 19. Wenn die Diakaustika die durch die Gleichung 
;r 2 -j- = j ^2 vorgeschrieliene Kreislinie ist; dann ist die Reihe 

der stetig aufeinander folgenden Piefractionscurven dargestellt durcli 
die Verbindung der drei Gleichungen: 


P + 

-X)+l,k 




- . a? == K -|->v . k . - arc tg —1 

" X) J 




arc tg 


oder durch die Verbindung der folgenden zwei Gleichungen; 






. iV 


und 




• .arc tg 




>2 — i 


y = 
>,./.■ 


= 57^- (/> + «!■«tg; 


-0,2-1) 




5^) 


und auch hier ist die ausreichende Probe beigefügt, dass durch die 
erste und durch die zweite Verbindung ganz dieselben Curven 
erzeugt werden. 
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Zweiter Abschnitt. 

§. 20—24. Hier werden die Refractionscurven gesucht, wäh¬ 
rend die Lichtstrahlen von einem leuchtenden Punkte herkommen, 

§, 20. Wenn die von einem leuchtenden Punkte herkommen¬ 
den Lichtstrahlen auf eine Curve aiiffallen, und bei ihrem Durch¬ 
gänge so gebrochen werden, dass die Diakaustika sich in den vor¬ 
geschriebenen Punkt (g, f)) zusammenzieht; dann ist die Refractions- 
curve dargestellt durch 

V{x — (jy + ±i. ] (y — i))' + (.1-—= c. 

Hier ist C der Integrationsconstante, und man hat eine 
Reihe stetig auf einander folgender Refractionscurven des vierten 
Grades, welcher sich jedoch auf den zweiten erniedrigt, wenn 
C — 0 ist. 

§. 21. Wenn die von einem leuchtenden Punkte herkommen¬ 
den Lichtstrahlen auf eine Curve auffallen, und bei ihrem Durchgänge 
so gebrochen werden, dass die Diakaustika eine durch die Gleichung 
g (j:, i)) = 0 vorgeschriebene Curve ist; dann ist die Refractions- 
curve dargestellt durch die Verbindung der drei Gleichungen: 

S (f, i;) = 0 

(y - l)) = - IC). ^ 

l/(.v—i/)-+y" ± • V (2/—+ (•«-’—= A’ + X .J\ df-+dxy 

d. h. w^enn man aus diesen drei Gleichungen die beiden Bestandtheile 
;c und \) eliminirt, so gelangt man zu einer neuen Gleichung 

F Gr, y, K) = 0, 

durch w elche, wiegen des Integrationsconstanten /i, eine Reihe stetig 
auf einander folgender Refractionscurven dargestellt ist; und von 
jeder einzelnen dieser Curven wird die vorgeschriebene Diakaustika 
erzeugt. 

§. 22. Wenn die von einem leuchtenden Punkte herkommenden 
Lichtstrahlen auf eine Curve auffallen, und bei ihrem Durchgänge 
so gebrochen w^erden, dass die Diakaustika die durch die Gleichung 
= vorgeschriebene semikubische Parabel ist; dann ist 
die Reihe der stetig auf einander folgenden Refractionscurven dar¬ 
gestellt durch die Verbindung der drei Gleichungen: 


äS 
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t;’ = /i . )C' 


1 — (j)- y- {</ — >;)“ + G*-’ — ?•■)- = 

und man kann die gesuchten Hefractionscurven mittelst der Coordi- 
naten dei- vorgeschrielieneii Diakauslika construiren. 

23. Wenn die Diakaustika die durcli dieGIeiclmng t^2 = 2Ä.jc 
Yorgescljriel)ene konische Parabel ist; dann ist die Heihe der 
stetig auf einander fulgemlen Hefractionscurven dargestellt durcli 
die Verbindung der drei Gleichungen: 


= 2 /( . jc 

Gv — >;) = (•*■’ 7 


t/(.v — </)» + + X. 1 (7/ — l})“ + (.r — 0“ = 


‘ih 


_.|g „at-- j 


und man kann die”gefundenen Hefractionscurven mittelst der Coordi- 
naten der vorgeschrichenen Diakaustika construiren. 

§. 24. Wenn die Diakaustika die durch die Gleichung 
^ + 1^^ = /c» vorgeschriebene ilypokykloide ist; dann ist die Heihe 
der stetig auf einander folgenden Hefractionscurven dargestellt durch 
die Verbindung der drei Gleichungen: 

= 0 

iy — W • V X + — x ). V i; = 0 

Cg*-' — </)' + »/= ± x.PC'/ — >;)' + G*-' - 0- = + y-V 

und man kann die gefundenen Hefractionscurven mittelst der Coordi- 
naten der vorgeschriebenen Diakaustika construiren. 


A A II A aA G. 

§§. 2b — 27. Hier wird auf analytischem Wege nachgewiesen, 
dass, wenn eine gerade Linie als Hremilinie vorgeschrieben wird, 
weder eine Hetlcxions- noch eine Hefractionscurve existirt. 















